Quelques proprie´te´s homologiques des modules pre´croise´s  by Conduche´, Daniel & Ellis, Graham J.
JOURNAL OF ALGEBRA 123, 327-335 (1989) 
Quelques propriMs homologiques 
des modules pr&xoi&s 
DANIEL CONDUCH~ 
UniverslrP de Rennes I, Math&matiques, 
Campus de Beaulieu, 35042-Rennes CPdex, France 
ET 
GRAHAM J. ELLIS 
Deparfment of Mathematics, 
University College, Galway, Eire 
Commu~~caied by J. Tits 
Received July 7, 1987 
Soit P un groupe. Un ~-rn~~~~~ p&rob4 est un homomorphisme de 
groupes d: M -+ P plus une operation (a gauche) de P sur M, (p, m) -+ pm, 
verifiant 
a( pm) =p(dm)p-‘. 
Un mor~~isme de P-modules prccroists est un triangle commutatif 
M @*Iv 
\/ 
a a 
P 
dans lequel v, est un homomorphisme P-~quiva~ant. 
Les modules prkroises forment un mod&e du type d’homotopie des 
espaces topologiques connexes en dimension 1 et 2, par exemple des 
CW-complexes. Plus precisement le foncteur de Kan [ 123 etablit une 
equivalence entre la categoric des CW-complexes connexes et la categoric 
des groupes simpliciaux libres et les deux premiers termes du complexe de 
Moore (voir [14], par exemple) associe A un groupe simplicial forment un 
module precroii. 
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On appelle commutateur de PeifSer tout element de M de la forme 
pour m, m’ E M. 
Le sous-groupe de Pe$Jer, sous-groupe de M engendrt par les com- 
mutateurs de Peiffer, joue dans un module precroise le role du sous-groupe 
des commutateurs dans un groupe et l’on d&it de manitre analogue a la 
slrie centrale descendante une serie de Peiffer M = M”’ 3 M(‘) 2 . . . Cette 
serie a des proprietes ressemblant a celles de la strie centrale classique [ 1 ] 
ce qui donne l’espoir de gentraliser certaines methodes de Curtis [7, 81 et 
de Quillen [ 161 au cas des espaces non simplement connexes. 
Dans le P-module croise (voir, par exemple, [4]) H,(M)r + P associl A 
un P-module prlcroise C;: M -+ P le groupe H,(M),,, quotient de M par le 
sous-groupe de Peiffer, joue le role de l’abklianist pour un groupe; on peut 
en dtriver aussi des groupes d’homologie H,(M),. Plutot que de dtvelop- 
per une thtorie formelle nous avons preferit delinir les groupes dont nous 
avions besoin a l’aide de “formules de Hopf gtntralistes.” 
Remarquons que dans le cas ou le groupe P est nul nous retrouvons 
pour toutes les notions qui viennent d’&tre introduites les notions classiques 
de la theorie des groupes: sous-groupe des commutateurs, suite centrale 
descendante, abelianise et groupes d’homologie. 
Le but du present article est d’expliquer et de dtmontrer les thtoremes 
suivants 
TH~OR~ME 1. Soienr P un groupe et J M + N un morphisme de 
P-modules precroises tels que soient verfiees /es proprieres suivantes des 
morphismes induits: 
(a) le morphisme H,(M),, + H,(N)r est un isomorphisme, 
(b) le morphisme H,( M)r -+ H,( N)r est surjeclif. 
Alors pour tout enlier n 2 2 le morphisme induir MjM’“‘d NJN’“’ de 
P-modules p&roi.ri.s r.vt un isomorphisme. 
TH~ORF:ME 2. Soient P un groupe et 
une suite Pxacte de P-modules precroises oti F est lihre. Supposons que le 
morphisme 3,: FAr F+ F”’ soit un isomorphisme. Alors nous avons un 
isomorphisme de groupes 
H,(M).zKer(M/\.M+M). 
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Dans le cas ou P= 1 est le groupe trivial les deux theoremes e reduisent 
A des resultats classiques, de Stallings [ 171 pour le premier et de C. Miller 
[15] (voir aussi [9, lo]) pour le second. 
Dans la premiere partie nous rappelons quelques propriitis des modules 
precroists. Dans la deuxieme partie nous demontrons le thtoreme 1. La 
troisitme partie est consacree au thtortme 2. 
I1 est nature1 de se poser la question suivante. 
Question. Soient P un groupe et F un P-module precroise libre. Quand 
le morphisme 07,: FAP F+ F’*’ est-il un isomorphisme? 
Dans le cas ou le groupe P est libre il en est bien ainsi [ 11. La 
demonstration utilise un theortme de J. H. C. Whitehead [18] sur les 
CW-complexes de dimension 2 et le thtortme de Kan cite plus haut. 11 
serait interessant d’avoir une demonstration entierement algkbrique. 
1. G~N~RALITI?S SUR LES MODULES PR~CROISBS 
Nous noterons C(P) la cattgorie des P-modules prtcroises. 
Soit A4 un P-module precroist. Un sous-groupe N de M est un sow 
module pr6croi.G s’il est stable par l’operation de P. Si, de plus, N est 
normal nous icrirons N < p M. 
Les commutateurs de Peiffer vtritient les relations suivantes, pour 
m, m’, m” E M, p E P, et k E Ker d: 
(m, m’m”) = (m, m’> “mm’(m, m”) ““m’ ‘, (1) 
(mm’, m”) = m(m’, m”) m ‘(m, “m’m”), (2) 
P(m,m’)= (Pm,Pm’>, (3) 
(k,m)=kmk-‘rn..‘, (4) 
(k,m)(m,k)=k”“k ‘. (5) 
Dans [ 1] on trouvera les formules analogues avec des groupes operant a 
droite. 
Etant donnes deux sous-groupes N et N’ du module precroise M, soit 
(N, N’) le sous-groupe engendrt par les elements (n, n’) pour n E N et 
n’ E N’. Soit ((N, N’)) le sous-groupe (N, N’ ) (N’, N). 
LEMME. (a) Si N<,M et N’<.M alors (N, N’) et ((N, N’)) sent 
des sous P-modules prPcroisPs de M. 
(b) SiN<.Malors(M,N)<,M,(N,M)<.M,et((M,N))<.M. 
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Dkmonstration. L’identitt (3) implique (a). Les identites (1) et (2) 
peuvent s’tcrire 
m(m’, n>m-’ = (mm’, n>(m, ‘“‘n) ‘, 
m(n, m’>m- ’ = (n, ‘n-‘m) -’ (n, (“‘I-‘m)m’), 
d’ou le risultat (b). 1 
On appelle sPrie de Pelfir du P-module prtcroist A4 la famille de sous- 
modules 
M”‘C M 9 M”‘= (M, M) = ((M, M)), . . . . M’“+“= ((M, M’“‘)), 
DEFINITION. Pour un P-module precroise M nous Ccrivons 
HI(M)P= MfM”’ 
et nous appelons HI(M)P le premier groupe d’homologie de M. 
Le foncteur “oubli” de la categoric C(P) dans la cattgorie des 
applications ensemblistes de but P admet un adjoint a gauche, le foncteur 
“P-module precroise libre” (voir [4]). Pratiquement, si 6: A’+ P est une 
application, le P-module prkcroisk lihre d: F + P de base (A’, 6) se decrit 
ainsi: F est le groupe libre engendre par Xx P, d est defini par 
a(& p)=p(S.x)p ’ pour XEX, PEP 
et I’opkation de P sur F est dtfinie par 
p(x, p’) = (x, pp’). 
Une suite de morphismes de C(P) est dite exacte si c’est une suite exacte 
d’homomorphismes de groupes. 
PROPOSITION. Etant donnPes deux suites exactes courtes de C(P) 
I-R-F&M-l 
I 
I-R’-FLM-1, 
oli F et F’ sent des P-modules prPcroisPs lihres, on a un isomorphisme de 
groupes 
R n Fc2’/ (( F, R )) z R’ n F”“/ (( F’, R’ >>. 
Dkmonstration. Soit F” = F + F’ le coproduit (ou produit libre) des 
groupes F et F’. Si (A’, 6) et (X’, 6’) sont des bases de F et F’ il est 
immediat que F” est isomorphe au P-module precroise libre de base 
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(XxX’, 8’) ol 6” est dtlini par 6”(x, x’) = (6x, 6’~‘). Soit R” le noyau du 
morphisme F * F’ + M induit par cp et cp’. Nous avons le diagramme 
commutatif suivant, oti les lignes sont exactes: 
l-+R +F -+M-+l 
Ici le morphisme s (resp. I) est l’injection (resp. la surjection) canonique. 
Comme il existe un diagramme analogue pour F’ et R’ il sufit de montrer 
l’isomorphisme R n F”‘/(( F, R )) z R” n F”“‘/(( F”, R” )). Le morphisme 
compose ts est l’identitt de F, on a s(Fc2’) c F”‘2’, f(F”“‘) = F’2’, 
s( ((F, R )) ) c ((F”, R” )) et I( ((F”, R” )) ) = (( F, R )), d’ou le diagramme 
induit 
F”“‘/ (( F”, R” )) + F”‘/(( F, R )> 
Clairement s* est injectif; il faut montrer que s, est aussi surjectif. 
Tout element f de F” peut s’tcrire f = ax avec a E Ker t c R” et x E s(F). 
Pour a, b E Ker 1, x, y E s(F) nous allons developper (ax, by) en utilisant 
les identitts (1) a (5) et prendre les congruences modulo ((F”, R”)): 
(ax, by) = (ax, b) ““.r’b(ax, y) 2(a.r’b ’ 
= “‘““/,(ax, y) flf‘=,b - 1 - 
= ( “cur’b, (ax, ~))(a.~, y) 
E (ax, y) =a(x, )‘)a-’ (a, “‘J$ 
=a(.r, ~)a- ’ = (a, (x, Y>(x, y) 5 (x, y>. 
Done s, est surjectif et s*, t, sont des isomorphismes inverses. 
Le diagramme commutatif suivant oti les lignes sont exactes 
1 -+ R” n Ftlc2’/ ((F”, ,“>) -+ F”“‘/(( F”, R”)) -+ M”’ + 1 
1 + RnFt2’/((F, R)) --* F”(2’/(( F, R)) -+ Mc2’ + 1 
montre que I; est un isomorphisme. 1 
DEFINITION. Pour un P-module precroisl M nous tcrivons 
H2(Wp= R n F’2’l((F, R)), 
et nous appelons H,(M), le deuxiime groupe d’homologie de M. 
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On peut dtfinir de facon analogue des groupes H,(M),, i 2 3, en 
construisant des formules analogues a celles de [3] (voir aussi [ 111). Par 
exemple, on peut poser 
H,(M),=RnSnF”‘/((R, S))((F, RnS)) 
ou R cp F, S < ,, F et ou F, F/R et F/S sont des P-modules pricroises libres 
tels que FIRS soit isomorphe a M. 
Pour tout P-module prtcroise d: M + P nous notons M hp M le groupe 
prtsente ainsi: les generateurs ont les symboles m A m’ pour m, m’ E M et 
les relations sont, pour m, m’, m”, n, n’ E M et k E Ker 2, 
m A m’m”=(m A m’)(m A m”)((m,m”)-’ A’mm’), 
(6) 
mmJ A mff = trn A m’m~~m’ - I )(h,f A h map), (7) 
(m, m’) A (n, n’) = (m A m’)(n A n’)(m A m’) ’ (n A n’) ‘, 
(8) 
((m, m’) A m”)(m” A (m, m’))= (m A m’)(“m”m A(‘** m’) I, (9) 
kr\k=l. (10) 
Le groupe P opke sur M A~ M par ‘(m A’ m’) = ‘rn A’ m’. 
I1 existe un homomorphisme P-equivariant 2,: M A,, M -+ M dtfini par 
zz(rn A m’) = (m, m’). Ciairement l’on a d,(M ~~ M) = M’*‘. 
Nous remarquons que si P= 1, ou simplement si 2 =O, le groupe 
M ~~ M est le produit exterieur non abilien de R. Brown et J.-L. Loday 
[S]. Mais si c7 n’est pas nul ces deux groupes sont differents. 
Nous remarquons aussi que le complexe de groupes M hp M AM 11, P 
est un 2-module croisi comme deiini dans [6]. 
2. DEMONSTRATION DU TH~OR~ME 1 
PROPOSITIOK. Soient P un groupe el 1 + L -+ M + N + 1 une suite 
exacte de C(P). Alors nous avons de manihe fonctorielle une suite exacte de 
groupes 
H,(M), + H,(N), + L/CM, LB -+ H,(M), * H,(N), + 1 
DPmonstration. On peut prendre le m&me P-module precroise libre F 
pour definir H2(M)p et H,(N),. Le noyau R’ de F+ N contient le noyau 
R de F+ M, d’ou l’homomorphisme H*(M),, -+ H,(N),. Le diagramme 
commutatif a lignes exactes 
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l-+R’-+F-tN-+f 
donne ~homomo~hisme H2(N)p -+ L,,f((M, L)). Nous laissons le fecteur 
verifier I’exactitude. 1 
Pour P = 1 on retrouve une suite exacte classique d’homoiogie des 
groupes [ 141. 
Pour demontrer le theoreme 1 now allons raisonner par recurrence. 
Pour n = 2 il n’y a rien a demontrer. 
Supposons la propriete verifiee jusqu’a I’ordre n. Par cette hypothese le 
diagramme commutatif A lignes exactes 
1 -+M(“LN-+IM/M(“bl 
I I I 
~-FN(~)-PN--+ N/N(n) -1 
induit le diagramme galement commutatif et A lignes exactes 
N,(U), -+ H~(~/~(n))~ -+ ~(~)/~(~ + l) -+ H&v),-+ H~(~/~(~))~ -+ 1 
1 I I I I HZ(N)P -, H,(N/N’“‘), -+ N(“)/N(“+‘) -+ H,(N)p + fW/N’“% -+ 1. 
Par le lemme des cinq M(“)/N(“+ I) est isomorphe a N(“‘/N(“* ‘I. Un 
dernier diagramme commutatif a lignes exactes 
1 ~Mf”)/M(“fl’-,M/M(“+“-tM/M(“i)-, 1 
i I I 
1 + j’,+)jN(“+‘) --+ N,JNf”- --P N/N’“’ + f 
donne le resultat pour n + 1. 1 
3. DEMONSTRATION DU THBOR~ME 2 
LEMME. Went h: G -+ G’ et h’: G’ -+ G” deux hornorn~~~~isrn~~ de 
g~ou~es~ Si h est ~~~~&t~ la suite 
1 + Ker(h) -+ Ker{k’h) -+ Ker(h’) + 1 
est exacte. 
334 CONDUCHk AND ELLIS 
La demonstration de ce lemme est un exercice analogue i I’exercice 2 
dans la section I de [2]. 
PROPOSITION. Soit M un P-module prkroi.4. Supposons qu’il existe dans 
C(P) une suite exacte 1 + R -+ F % M -+ 1 oti F est lihre et rel que 
I’homomorphisme 13~: F A~ F -+ F soit inj,ct$ Ators le groupe M ~~ M est 
isomorphe au quotient F”‘/((F, R)). 
D2monsiration. Soient L,- (resp. I!,~) ie groupe hbre engendri par 
I’ensemble Fx F (resp. M x M). Darts le diagramme commutatif suivant 
L,- - L.M 
4r I I nrr 
Fr\,F------+ M A,M 
ou rrF (et similairement rrM) est delini sur les gtnirateurs par 
np(f, J’) = f A f’, les homomorphismes horizontaux sont surjectifs; il est 
clair que I’homomorphisme induit Ker rcF -+ Ker n,,, est tgalement surjectif. 
En consequence, d’apris le lemme du serpent KerfF r\p F+ M ~~ M) est 
l’image de Ker( L,- -+ LM) par rrF. Ce dernier noyau est ie sous-groupe nor- 
mal de LF engendre par les elements (f, , f;l)(/;, f;) ’ pourfi,f: E F et tels 
que cpfi=qpf: (i= 1,2) ( voir [ 131). Son image darts F A p F est le sous- 
groupe normal engendre par les elements (fi ~f~)(f; of;) ’ pour les 
mCmes f;, f :, Les formules (6) A (10) permettent de verifier que cette image 
est le sous-groupe normal engendre par les elements f A r et r of pour 
f~ F et r E R. Ce sous-groupe est isomorphe a son image dans 
F’*‘= a,(F + F) c’est a dire a ((F, R)). Done M A~ M est isomorphe au 
quotient F”‘/(( F, R >>. [ 
Dkmonstration du thhokme 2. D’apres le lemme nous avons une suite 
exacte 
I + K-, Ker(&(tp A~ tp)) --+ Ker(d,: M A,, M + M) + 1. 
Par le diagramme commutatif suivant 
FA,F +‘“‘~iki~~M 
I I 
F’2’ v , ,,,f’2’ 
nous avons Ker(c?,(cp A cp)) ‘c Ker qp”’ = R A F”‘, d’ou I’isomorphisme 
Ker(d,: M A,, M-+ M)? RnFk2’/((F, R))=H,(M),,. 1 
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